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INTRODIICCION
Dados un cuerpo K y un grupo G, el anillo de
grupo K[G] es la K-álgebra libre del grupo G. El
estudio algebraico de estos anillos fue iniciado
en 1949 por I . Kaplansky, aunque no adquiere forma
hasta que unos diez años más tarde S.A . Amitaur
publica un trabajo fundamental en el estudio de
anillos de grupo . Alrededor de los años setenta,
los libros de Herstein, Lambek y Ribenboin incluyen
material sobre anillos de grupo . El primer libro
que trata únicamente de anillos de grupo es el de
D.S . Pasman (1971) y posteriormente los de Mihalev
y Zaleaskii (1973), y el de Bovdi (1974) . En 1977
aparecerá el más completo tratado de anillos de
grupo debido a Pasman.
Uno de los problemas más interesantes plantea-
dos sobre el anillo de grupo es el de determinar su
radical de Jacobson y, en particular, conocer cuándo
el anillo de grupo es semisimple . El problema sigue
en la actualidad sin resolver, aunque recientemente
Pasman ha calculado el radical de Jacobson en el
caso de que el grupo sea localmente resoluble . Es
probable que de este resultado pueda derivarse
._ el zaso_general .
En lo que se refiere a semisimplicidad, es
conocido que K[G] es semisimple si el cuerpo es de
característica cero y no es algebraico sobre Q
([10] , 'Th. 18 .3) . Parece posible que en carac-
terística cero g[G] sea siempre semisimple ; esto
último es equivalente a que Q[G] sea semisimple
(j10], Chap.III) . Es también probable que este
resultado sea una consecuencia de una buena gene-
ralización del Teorema de los ceros de Hilbert
a los . anillos ino conmutativos .
En 1963, Passman estudia las Q-representacio-
neo irreducibles y finitas de un grupo G fin¡.-
tamente generado ; este trabajo constituye una
interesante contribuoión al problema de la semi-
simplicidad de Q[G] . Se define el radical finito
de una K-álgebra como la intersección de los
núcleos de todas las representaciones irreducibles
de dimensión' finita sobre K. Por lo tanto, es evi-
dente que el radical finito contiene al radical de
Jacobson y que ambos radicales coinciden si todas
las representaciones irreducibles del álgebra
son finitas . Passman [8] demuestra que el radical
finito de Q[G], donde G es un grupo finitamente
generado, es cero si y sólo si el grupo G es resi-
dualmente finito . El resultado de Passman es tam-
bién consecuencia de un teorema de Mal'cev, el cual
asegura que los grupos lineales finitamente genera-
dos son residualmente finitos .
Esta memoria está distribuida en tres capítulos .
En el capitulo I estudio el radical finito de un
anillo de grupo K[G), donde K es un cuerpo de gene
ración finita sobre Q, y G es un F .C . grupo ( cada ele-
mento de G tiene sólo un número finito de conjuga-
dos) o un grupo radicable ( para cada entero n ? 1,
la ecuación xn= a tiene solución en G para todo a<=- G) .
A continuación el interés se centra en la cuestión de
cuándo K[G] tiene "muchas" representaciones finitas .
Concretamente, si R(K[G]) denota la intersección de
los núcleos de todas las representaciones finitas,
el problema es conocer cuándo R(K[G]) = (0) . El
problema queda resuelto para F .C . grupos y cuerpos
de generación finita sobre Q . Las demostraciones
que doy son directas y, por lo tanto, elementales .
El estudio del radical finito depende fuertemente
de los grupos lineales irreducibles y, obviamente,
estos tienen una estructura más asequible qu los
grupos lineales arbitrarios . De ahí que estudiar
las representaciones finitas, no necesariamente
irreducibles, presenta más dificultad .
El trabajo sigue con un teorema que debo a
-Passman y en el que se reduce el estudio de R(K[G])
al siguiente problema : dar condiciones sobre G
a fin de que sea residualmente K-lineal . Por lo tan-
to, para obtener la estructura de R(K[G]) hay que
resolver, por desgracia, un problema de teoría de
grupos . El problema tiene seguramente unas dimen-
siones descomunales . El capitulo termina con ejem-
plos de representaciones de grupos nilpotentes ; este
apartado está muy relacionado con ([13], Chap .5) -. Par-
te de los resultados que aparecen en este capitulo
: .fueron obtenidos en [6] .
el capitulo II paso a estudiar, para grupos
nilpotentes, el problema del carácter residualmente
lineal del grupo ; relacionando éste con el concepto,
más conocido, del carácter residualmente finito . En
este capitulo se mejoran los resultados de[7] .
En el capitulo III considero grupos nilpotentes
que residualmente son grupos lineales libres de tor-
sión . Por último, doy condiciones necesarias y su
ficientes sobre un anillo R a fin de que los grupos
lineal total, triangular_y unitriangular, de grado
n ? 3 sobre R, sean residualmente finitos . Para el
caso n = 2, posiblemente el más difícil, los resul-
tados son incompletos . Una parte de estos resultados
fueron presentados a las Jornadas Matemáticas
Hispano-Lusitanas de 1977 .
El material necesario para la lectura de la
memoria es mínimo, por lo que no incluyo ningán
capitulo de resultados previos . Los resultados de
bidos a otros autores van acompañados del nombre
del autor y su referncia, sin demostración . Para
facilitar la lectura no doy las definiciones hasta
que van a"ser utilizadas .
Deseo expresar mi agradecimiento al Profesor
Dr . Mmuel Castellet de la Universidad Autónoma
de Barcelona, Director de esta tesis, así como al
Profesor Dr . Donald S . Passman de la Universidad
de Wisconsin, por sus estímulos que me han inspi-
rado buena parte del trabajo . También al Profesor
Dr. Brian Hartley de la Universidad de Warwick,
por su interesante sugerencia en el capitulo III .
Pere Menal
Barcelona, Julio de 1977

Capítulo I
RADICALES FINITOS
Dados un cuerpo K y un grupo G, K[G] denota el
anillo del grupo G sobre el cuerpo K. Precisando, ca
da elemento oC E K[G] es una suma formal finita oC =Zax.x,
con x E G y axa K . La suma de elementos de K[G] se
define componente a componente y la multiplicación se
define distributivamente usando la multiplicación
del grupo G. IIsualmente,se identifica cada xE G con
1 .x E K[G] y así se obtiene una inmersión de G en el
anillo K[G] . Si H es un subgrupo normal de G,la pro-
yección canónica G _.,G/H extiende de manera natu-
ral a un epimorfismo yH : K[G]-> K[G/H] . Si E = G,
el núcleo de esta aplicación es W (K [G] ), el ideal de
aumentación de K[G] . En general el núcleo de (PH es
W(K[H] )K[G], el ideal de aumentación de K[H] en K[G] .
Sea A una K-álgebra, una representación
A `->Hom,(V,V) se dice que es finita si V es de di-
mensión finita como K-espacio vectorial . La inter-
sección de los núcleos de todas las representaciones
finitas de A se denota por R(A) . El radical finito
f*- R(A), siguiendo la notación de [8] , es la inter-
sección de los núcleos de todas las representaciones
finitas e irreducibles de A . Es claro que R(A)S f -R(A) .
En el caso de que todas las representaciones irredu-
cibles sean. finitas, el radical de Jacobson J(A) coin-
cide con f~-R(A) .
Sea J-D una propiedad de grupo . Un grupo G se llama
residualmente ,, si para cada 1 ~ x E G existe un sub-
grupo normal Nx tal que x <~ Nx g GIN, posee la pro
piedad Jn . En otras palabras, G es producto subdirec-
to de grupos que poseen la propiedad P . En un grupo
Gp ee,defino el resido--:Y R.(G) como la intersección de
de indice finito en G.
es residualmente finito.
rol subgrupo
	
< xm : x E G> .
Si G es un grupo abeliano,
el primer subgrupo de Ulm de
además la p-torsión de G
eetá acotada para caca primo p, entonces R(G) es un
grupo divisible . Utilizar¿ libremente las siguientes
propiedades inmediatas de R(G) :
1 . Si H es un subgrupo de G,entonces R(G) 2 R(H) .
2 . Si G/H es residual-mente finito,entonces R(G)c H .
3 . Un producto de grupos residualmente finitos
es residuo].mente finito .
todos los subgrups nsrxmales
As¡, R(CT) = <l> si v sólo si G
Para cada, entero m? I, Gm es
Epa clara qu®
(~1Gm ~<z. R(G) .
es conocido que m,-, GT ,
G,. coincide can R(G) ; si .
I .1 . El radical finito de K[G] .
Lema 1.1 . (Wallace, [12] ) . Sea G un grupo residual-
mente finito y K un cuerpo . Entonces
i1 w(K[N])K[G] = (0),
donde la intersección se extiende a todos los subgrupos
normales N de indice finito en G .
Lema 1.2 . Sea K un cuerpo de característica cero .
Entonces
R(K[G] ) - f*-R(KfG] ) 5z
	
w(K[R(G)] )K [G] .
Demostración. Supongamos primero que el grupo G
es residualmente finito . Para cada subgrupo normal N
de indice finito, .sea KIGI -> K[G/N]la proyección na
tural . GIN es un grupo finito y puesto que K tiene ca-
racterística cero, es bien conocido ([5], pag . 538) que
K[G/N]es semisimple, así f*-R(K[G/N]) = (0) . Por tanto
f-R(K[G1 ) !~. i) w (K [N1 )K[G] . Se sigue del Isma 1.1
que f-R(K G ) _ (0) . Sea ahora G un grupo arbitrario .
Entonces, G/R(G) es residualmente finito y en conse-
cuencia f"-R(K [G/R(G)J) = (0) . Así
f*-R(K [G]) c- w (K jR(G)1 )K[G] ; puesto que, la primera
inclusión del enunciado es obvia, el lema queda demos-
trado .
Dado un cuerpo K, se dice que el grupo G es
lineal si, para algún entero n ? 1, G - GL(n,K)q
donde GL(n,K) es el grupo de unidades del anillo
de matrices M(n,K) sobre K.
Sean :
	
K la clase de los grupos K-lineales .
F la Glasé de los grupos
residualmente
finitos .
Con esta notación se tiene el siguiente
Ler~a 1 . ,. Sea K un cuerpo de característica cero.
,%pongamos que C--.'es una clase de grupos cerrada por
cocientes (si= G E y N es un subgrupo normal de G,
entonceü GIN ) tel q -Lon . K c :/ti F . Enton-
ces, para cada G se tiene
R(KiG.I) - f'-R(PUÍGI) = av (K[R(G)] )K [G]
Demostración . Teniendo en cuenta el lema 1.2,
basta probar una inclrsicin . Sea x <_= R(G) y
0 ; K[Gj - M(n,K) una representación finita de
K[G] . T(G) e ' -. '_ K y, por
hipótesis, «(G) es
residualmente finito . Por tanto (f($) = 1 . El con-
junto L 1-x s x i:~ R(G)J genera el ideal
r.k)(K[R(G)] )K[G] . Así -e(K[R(G)f )K [G] = R(K(G1) .
Ejemplos de Zrapos que satisfacen el lema 1.3 .
1. Los grupos finitamente generados(Mal'cev,[151, Th.4 .2) .
2 . Los grupos de torsión (si K=Q) (E15], Th. 9.33) .
Corolario 1.4 .
(1) (Pasman [ 8] ).Sea G un grupo finitamente
generado y K un cuerpo de característica cero . Entonces,
f -R(K[G]) = (0) si y sólo si G es residualmente
finito .
(2) Sea G un grupo de torsión . Entonces,
f -R(Q[G].) = (0) si y sólo si G es residualmente finito .
El resultado obtenido en el Lema 1.3 no es cierto
para un clase de grupos arbitraria tal como se verá
en ejemplos posteriores .
Un grupo G se dice que es un F.C . grupo si cada
elemento de G tiene sólo un número finito de conjuga-
dos . Algunas propiedades de F .C . grupos pueden verse
en ([10], pg. 81) .
En el Teorema 1 .5 utilizaré ([15], Cor 5 .6) que
los F.C . grupos K-lineales son extensión finita de
su centro .
Teorema 1.5 . Sea K un cuerpó de característica
cero tal que los grupos multiplicativos de sus exten-
siones finitas son residualmente finitos y sea G un
F .C . grupo . Entonces
f*-R(K [G] ) = W (K [R(G)] )K [G] .
Demostración . Sea
	
Y : K[G]-> A una representa-
ción irreducible y finita de K[G] . te(G) es un F.C .
grupo K-lineal y por tanto el centro de ~(G),denota-
do por Z1(~(G)) 9 tiene indice finito en (f(G) . Sea
B la K-subálgebra de A generada por Z1((Q(G)) . Voy
a
demostrar que B es semisimple . En efecto, ya que
B es central en (e(K[G]) e se puede escribir
puesto que A es una á-álgebra de dimensión finita,
B también. Entonces J(B) es un ideal de B nilpotente .
Se deduce de la última igualdad que JM S0(K[G]) es
un ideál ailpotente de (e (K [GJ) . ~o(K [G]) es simple
y por tanto , J(B) (e (ñ:[G]) = (0) 9 así J(B) = (0) .
Entonces,B es isomorfo con un producto de cuerpos
K1x . . .x .Kr que.,obviamente,son de dimensión finita
sobra K . Por hipótes-s,los grupos K = Ki-toj son
residualmente finitos . En partícular,Z1(ce (G)) es
residualmente finito, ya que Z1(y(G)) ~ Klx. . .x Kr.
Puesto que[~P(G) : Z.,(e(G))j` , (f(G) es resi-
dualmente finito . La representación (e es una repre-
sentación irreducible finita arbitraría y en conse-
cuencia W (K[R(G)] )K [G] C. f*-R(K[G]), La otra inciu-
sión se sigue del Lema 1.2 .
J(B)~(K[G]) = ~(K[GI)J(B)9
Es fácil demostrar que los cuerpos de generación
finita sobre Q satisfacen las hipótesis del Teorema 1.5 .
Así se tiene
Corolario 1.6. Sea K un cuerpo de generación fini-
ta sobre Q y sea G un F.C . grupo . Entonces
f*-R(K[G]) = W (K[R(G)] )K[G] .
Si se conoce la estructura de f>-R(K[G]), también
se conoce, a través del siguiente lema, la de cual-
quier extensión finita de G.
Lema 1 .7 . Sea H un súbgrupo normal de G de índice
finito . Sea K un cuerpo de característica cero . Enton-
ces
f*-R(K[G]) = p*-R(K[H])K[G] .
Pare, arobar este lema basta sustituir en la demos-
tración de ([9], Prop . 1.5) el Lema de Fakayama por
el siguiente
Lema 1.8 . Sea A una K-álgebra y M ~ (0) un
A- módulo por la izquierda de dimensión finita sobre
K. Entonces
f*-R(A)M 4 M .
Demostración. M ~ (0) y M tiene dimensión finita
sobre K, así puedo elegir un submódulo S maximal . En-
tonces
	
f*R(A)M/S = (0) y f'-R(A)M - S >4 M.
Con objeto de eliminar alguna hipótesis en el
Teorema 1.5, en [6J se planteó la siguiente cuestión :
supongamos que el grapo multiplicativo K" del cuerpo K
es residualmente finito, entonces ¿conservan las ex-
tensiones finitas esta propiedad? ; Ahora puedo contes-
tar esta pregunta negativamente con el siguiente
Ejemplo 1.9 . Soa para cada entero n ? 1 el cuerpo
Q(cos rr /2n ) que denotaré por Kn
. Claramente, se tiene
Q=Kl CK2 C . . . CYn<_gn+lC . . .
defino K _ ~ 1Kn. Voy a probar primero que K
	
es un
grupo residua]saente finito . Dótese que todas las ex-
tensiones finitas de Q contenidas en K tienen grado
una potencia de 2 . Si K* no es residualmente finito,
existe 1 ~ a E R(K * ) . Entonces, para cada entero m ? 1,
la ecuación x = a tiene solución en. K. a (= Kn para
un cierto n . Kn es unta extensión finita de Q y, por
tanto, ([23, Th. 127 .2) Kti
es isomorfo a un producto
de un grupo cíclico finito y un grupo libre . Así, el
grupo G = p >2(Kn) p ,
donde p es primo, es un grupo
finito. Supongamos que a c- G, entonces a tiene orden
finito m. Si m es una potencia de 2, dado que a ¢ 1,
se tiene que -1 e R(K*') y esto es absurdo, ya que la
ecuación x2 = -1 no tiene solución en K. Si m no es
potencia de 2, sea p un primo > 2 tal que p/m. Elijo
1 ~ b C < a >
	
tal que bp= 1 . Como bE G, existe
b,,£ Kn	talque biP= b . Así bi es una raiz p2-ésima
primitiva de la unidad. La extensión Q(b1 ) /Q tiene
grado p(p-1) que no es una potencia de 2,pues p >2 .
Luego he demostrado que a~ G y por tanto que existe
un primo p > 2 tal que la ecuación xP= a no tiene
solución en Kn. Sea al E K una raiz p-ésima de a.
Entonces (K.(al) : Kn) = p, lo cual es absurdo pues
p > 2 .
Considero la extensión de K, L = K(i),donde i 2=-1 .
Si n = m.2r con (m,2) = 1, se tiene
tiene
i = (coa TI/2
r+i + isen ri/2r+1)
n
m.=, 1,5,9 . . . .
i = (coa n/2
r+1 + r+l _n
icen Ti/2 ) m = 3,7,11, . . .
de la fóraula 2cos rI/2r+lsen t7/2r{l= sen T7/2r se
deduce que sen t1/2r+lE L y,en consecuencia,la ecua-
ción xn= i tiene solución en L para todo entero n ? 1.
Así ¡ER(L* ) .
Realmente el Ejemplo 1.9 no es muy casual. Se
0
Proposición 1.10 . Sea K un cuerpo cuyo grupo
multiplicativo es residualmente finito . Sea L/K una
extensión de Galois finita y simple . Entonces, si
Rg(L) denota R(L* )(1 K, se tiene
(1) si la característica de K es cero, entonces
RK(L) ;.¿ \'1>, si y sólo si L = K(i) y L contiene un
subcuerpo isomorfo a
	
U Q(cos TT/2n ) .
n? 1
(2) Si la característica de K no es cero, en-
tonces RK(L) =<1) .
Demostración . Supongamos que existe un elemento
a e RK(L), a ~ l . Sean xnE L, n = 1,2, . . ., tales que
a = xñ . Denoto por N la norma de L sobre K. Si
(L :K) = r, se tiene que ar= N(xn)n. Puesto que K* es
residualmente finito, necesariamente ar= 1. Sea p un
primo que divide a r y b e RK(L ) tal que 0(b) = p. K"
es residualmenta fi¿rito y por tanto, no contiene,
para todo entero n, las raíces pn-esimas primitivas
de la unidad ; así, puedo tomar el menor entera ~b(? 1
tal que (K*)p no posee elementos de orden p. Sea
a
x e L tal que b = xp, como 0(b) = p se sigue que x~tK .
De la elección de c< ,* eje deduce que K contiene todas
las raíces pa-ésimas de la unidad, así xpe K. Por
tanto, la extensión K(x)/K es cíclica y se tiene que
L = K(x), ya que L/k es simple. Además r = p . L con-
tiene todas las raíces pn-esimas de la unidad para
todo n, luego xp~ RK(L) . Razonando igual como he
2
hecho con el elemento a, se tiene que xp = 1 . Así
+1
xp= b. Entonces se tiene que 1 = N(x) = (-1)
p
b .
Ahora se dan dos casos
(a) si p >¿ 2 entonces b = 1. Contradicción.
(b) Si p = 2 entonces b = -1, luego L = K(i),
con i2= -l . Como -le RK(L), L contiene todas las rai-
ceo 2n-ósimas de la unidad para todo n. Se puede probar
que la caracteriatica de K es cero, el razonamiento es
el mismo que ([5], pag. 267) . Entonces es claro que L
contiene un subgrupo ¡amorfo con
	
n Q(COS ,/2n) .
Reciprocamente, si L contiene un tal subcuerpo es
claro que RK(L) P¿ (1) .
E3emvlo l.ll . Existen grupos tales que la afima-
ci¿n del Teorema 1 .5 es falsa. En efecto, si n y1 basta
tomar G = GL(n,Q) ; la identidad GL(n,Q) ---~p-GL(n,Q)
Induce una representación irreducible Q[G]-M(n,Q) .
Si la $ái=,la del Teoseaa 1.5 fuese aplicable en este
caso, se Undria que R(G) = <li lo cual es absurdo .
paga torainar este apartado dar¿ una sencilla
proposición, módulo resultados de Mal'cev y Zassenhana .
Pronosiclón 1.12 . Sea 1í un cuerpo de caracterís-
tica cero tal que los grupoa uzultiplicativos de las
esten®iones finitas de K son residualmente finitos y
aea G un grupo localmente resoluble (cada subgrupo
finitamente generado es resoluble) . Entonces
fle-R(g[G.] ) - w (ELR(G)] )K [G] .
Demostraoión . Sea G un grupo g-lineal G S GL(n,g)
localmente resoluble . El Teorema de Zassenhaus
(Zassenhaus, [151, Th. 3 .8) asegura que G es resolu-
ble._G posee un subgrupo nomal T, triangularizable
y de índice finito,(Mal * cev,[15], Th. 3 .6) . Si K4,G.},
la K-subálgebra de M(n,K) generada por G, . es semi-
simple ; también lo es K °fTI ; ya que T normal en G .`
Por el mismo argumento resulta que g~T'ies semiéi.m-
ple (Tes el conmutador, de T), Tes un subgrupo de G
unipotente (i-x es nilpotente para todo x e T`) y en
consecuencia T~= 1% . Entonces T es abeliaño y, el
anillo -K{ T ~ es" isomorfo a un producto de cuerpos
Li, de dimensién finita sobre K. Por hipétesis, cada .-
Li es res dualmente finita_
	
y'p'ox tanto,' T también.
%este' qüe' [G:.Tj ,%:t -_9'G e~ residuslmeñte finito - - La
demostraciáii ~termina teniendo en cusntá el Léma 1.2 . '
Sea A un K-álgebra, entonces R(A) es la inter-
seccién de los'núcleós de todas las répresentacionés
finitas de A.
La estructura del radical finito, para las cla-
ses de grupos que se han tratado en I.1, se ha obte-
nido sin dificultad . Deégraciadamente no ocurre l.o
. . .,
mismo con el R(K[Gj) .
El-Teorema 2 .2 qué daxé, respecto a R(K[G] ) .,
es una consecuencia sencilla del Teorema 2.3, pero la
demostración del Teorema 2.2 es directa y una parte es
constructiva .
Lema 2.1 . Sean A y B K-álgebras y L una extensión
de K. Entonces
(1) R(L®A) i~-: LOR(A) .
(2) Si R(A) = R(B) = (0), entonces R(A®B) = (0) .
(Donde el producto tensorial está tomado sobre K) .
Demostración . (1) Si c<,E Lp A, « ee escribe de mane-
n
ra única como ol =
	
eiG ei, donde los elementos
1
eiE L son K-lineálmente independientes y &¡e A. Sea
te a A ---~BZ(n,K) una representación finita de A. se
extienda de manera natural 'f« : L®A --~!>M(n,L) en la
a
c:ua1 7 el 'f (a.) Supongamos que aE R(L® A),
entoneez 0 ;F ei~v(ai) . Como los coeficien-
1
tes de matrices y(ai ) soga de K y los el son K-li-
nealmente :Independientes, se deduce que 0 =Y(ai ),
1 <_ á j~ n . Dado que te es una representación finita y
arbitraria de A, se tiene que a ra R(A) y por tanto
n
o! =
1
ele, ai c LoR(A) .
(2) Sea _ Z si® bi tal que 0 >4 al~ A y, bi E B
1
son K-linealmente independientes. He de probar que
« 4 R(AcE) . Para cada B-módulo W (por la izquierda)
denoto por An(W) su anulador. Sea,ti(la familia de to-
dos los B--túódulos (i) de dimensión finita sobre K. Por
hipótesis, R(B) = (0), que es decir i1 An(W) = (0) .
W e (At
Entonces, existe un We,v¿ tal que An(W)n <bl, . . .,bn>= (0) .
Defino Wo= HomK(W,W) . Wo es un B-módulo (i) de dimen-
sión finita sobre K. Sea wo la identidad del .
anillo W..
Entonces, los elementos blwo , . . .,bnwo son K-linealmen-
te independientes . En efecto, si 2/4ibiwo = 0, se
tiene que (Z~ibiwo)(w) = 0 para todo w e W y así
zpibiw = 0 ; es decir Zpibi E An(W) . Se sigue de la
elec-
ción de +9 que Z hibi = 0 y pi = . O . Por otra. parte
R(A) = (0) y, como al ~ 0, existe un .A-módulo (i) V, de
dimensión finita sobre K, tal que a1V
	
(0) . Sea vc V,
ron alv ~ 0. V®Wo es un A® B módulo (i) de dimensión _ 1
finita sobre K. Para demostrar quea4 R(A.®B), basta ver
que q (Y0wo ) ~ (0) . Se t:Fene que ~¿(v c-, w0) _ ~aiv®biwo .
j~oesto que. a v pí 0 V los elementos biwo son K-independien-
{es v ~,ecese. igriente ~( (v 'WO . 0.
Sea G un grupo . Denotaré por G+ el conjunto de los
,_lramentoa de G de orden finito . Si G es unF.O-grupo;
(-e conocido ( (.10] , pag . .81) que G+ es, un subgrupo nor-
nal de G y que G/G+ es un grupo 'abeliano libre de 'torsión
Si f -G -, G'es un homomorfismo de grupos,
f" - K[G]~ K[G'j será la extensión dé f a los anillos
de grupo .
Teorema 2 .2 . Sea K un cuerpo de generación finita .
sobre Q y sea G un F.C ._grupo . .Entonces ,
R(K[Gj) = W(K[R(G)j ±)K[Gj .
Demostración . Procederé en varias etapas .
(1) Sea G = Q+ (donde Qt denota el grupo aditivo de Q ) .
este caso R(G)+ = <1>y por tanto tengo que demostrar
quo R(K~GI) = (0) . Del Lea 2,1 se tiene que
R(K[GI) 11-1 K®R(QCG~), luego es suficiente demostrar
que R(QCG]) = (0) . Defino a tal efecto la familia de
aplicaciones
	
cP
n, n= 1 s
2 s, . . .del siguiente modo
es un
Tn: Q > GL(n,Q)
cálculo probar que cada lea es un homomorfismo
de gmpos . Si 0 s A; el polinomio mínimo de . la
matriz sonW ea (1-1)n. Para demostrar que R(OCG1) _ (0)
baata ver que n Ser % . (0) . Sea«En Per `~n , enton-
ces K = gl.x1+ . . .+ g. .x escrito en la forma usual,
giEQ y zi~ Q+ . Puesto que Q+ es localmente oiclico,
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puedo tomar un x EQ+que genere el subgrupo <xl , . . . ,xn> .
Si x = 0, entonces oC =(Z qi ) .0 . Como que 1 p rn Ker (fn
es claro que 7 qi=0 y oC =0 . Supondré pues, que x ~ 0 .
Para enteros convenientes 'Al , . . .,n se tiene que
~( = gl.~lx+ . , ;
	
n . ,;~nx. Considero la fracción racio
nal q(X) = Z q,X i, multiplicando.q(K) por un convenien-
te X puedo obtener un polinomio p(X) = .% q(X) . Sea
mo el grado de p(X) . Como aenKer lfn , se tiene que
Y"(«)=0 para todo m y en particular para m> mo . Enton-
ces 0= * (e<)= Zqi `em(x)
i . De ahi que p(¿Cm(x))=0,
pero el polinomio mínimo de ~m(x) es(X-1)m y como
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cae deduce que p(X)=0, En consecuencia qi=0 y oC =0 .
(2) Sed. G = ~tt. Como en (1) tengo que ver que
I
1l(QLC1)=(0) . Sea « C Q[~. Q tj Y sea JGI un subconjunto
f;wnito , sea por ejemplo 1J1--m, tal qué ol =Zgi .xi Ei~
JQ+1) . Sea r[ s = Q° 5- J
. Q la proyección na-
tural . Entonces rT(xi) , 1= i n, tiene una expresión
del tipo TI (xi)=(xi , . . . ,xi). . Sea , el j= T1 (xi)- n(x j ),1 m
para i j , 1 :5 i, j < n. Claramente elj#0 . Por
tanto`,
existe un hiperplano de Qm que no contiene ningún eij .
En otras palabras, existen 1;~1, . . . ,~ E Q tales que
m
los números xi= z 1 /A jxi j , l-. i :~n, son todos dis-
m
tintos . Defino ~.J Qtpor w (Yl, . . " ,Y.)= Z'l yi -J
Si ahora se supone que a E R(Q [Z QJ ), se tiene que
( W* n) (-() E R(Q[Q']) y,
	
por (1), ( w' nX ) (a) = (o) .
Entonces 0 = ( W' TV) («) = gl,g1+ . . . + qn.kn, Por cona-
tbucción los elementos 2. son todos distintos, luego
q1 =0ye<=0 .
(3) Sea G un F .C . grupo. Supongamos primero que G es
libre de torsión. Entonces G es aboliano . Por tanto
G 5 Z Q , para un conjunto conveniente de índices I .
Como R(K[Gii) 1-~- R(K[ZQj),re sigue de (2) que R(K[G]) _
(0) . Sea ahora G un F.C . grupo arbitrario . Se tiene
K[G/R(G)'] C--v K[G/R(G)-ICG/G+]r K[G/R(G)J®K[G/G`I.
Del Lema. 2 .1 (2) se deduce que . R(K[G/R(G)+j) = (0) y
wí R(K[G]) 5 W(K[R(GY])K[G] . Para de2ostrar la otra
lacluaión es suficiente probar que el residuo de un
P . C. Aguo K-lineal es libre de toreión . Supongamos
pues, q~~.c9 G e.e un F .C . grupo K-lineal . Entonces G
ea extensión finita de su centro Z1(G) . Así
R(G) = R(Z1(G» = n Zl(G)n
a ? 1
y tcmanric toraiones
R(G),= R(Z (G))+ = ( n Z ( .)n )-I~= n (Z (G)-')n--
1l n.? 1 n>l 1
= R(Z1(G)+) .
Es conocido ([15], Th .9 .33) que un grupo K-lineal de
torsión( K es un ouerpo de generación finita sobre Q)
es finito . Entonces R(Zl(G)+ ) = < 1'> y en consecuencia,
El siguiente teorema lo debo a Passman y es
fundamental en la teoría del R(K[G]) .
Necesito un lema que es una modificación del
lema ( [lCú , pg. 129) .
Lem2 .3 . Sean l : K[G].-A, T2 : K[G]----->B
homomorfismos de K-ál¿obras y sean n,m das enteros
positivos . Sea C un áubconjunto de G . Supongamos que
la imagen por ~l de cada subconjunto de C
de cardi-
nal
	
es K--linealmente inclépendienté y que cada sub~-
conjunta dé C de cardinal :5 m tiene la misma propio-
dad paro. f2 . Entonces l« Imagen por rtlO T2 : K [G] --o A © B
do oada subconjunto de ñ' de cardinal . n+ m- 1 es K-li-
ru~~.~r:~n*e hr. depcndient,eG
7t'eu~x~éma 2 . . Sea ;GJun mIillo de grupo arbitra-
rio . Sea: H' la interseccitin de las nUeleos !de` todos los
Al.cmcrtiorfismos de G én grupos K-li:úeal1eá . Entonces
R(K[G] ) m. ~~ tKt?~J )K LG~ .
Demostración. Es claro que tu (K[Fi1)K[G]!£,R(K[GJ) .
Para demostrar la otra ilclusión-puedo suponer que
E =<1> y ver que R(K[G]) = (0) . Seaq= 7ox.xerK[G1,
o<~ 0 . Como que . H= QJ, existe un homomorfismo
T : G :.i---GL(n,K) para . algún n; con (xy 1 para
todo x,y e sop C< (soporte de K ) x y . Puedo suponer
además que para x íé ,y, ,u(XY-1 ) no es una homotecia
(esto se puede conseguir incluyendo GL(n,K) en
GL(n + 1, K) a traves del ángulo izquierdo superior) .
Entonces,si x ~ y el conjunto? ¿f(x),t1'(y)~
	
es K-lineal-
mente independiente en M(n,K) .Tomo en el Lema 2 .3
C = sopo( y I C I = t . Así el homomorfismo
= IP© . `t. ID 91~ : K1G7 ~P3(nt ,K) es tal que el conjun-
to x e sop ~} es K-linealmente independiente .
Entonces sif,4 0 es claro que c-(x) ~ 0 y af-R(K[G1) .
Recordemos que G es residualmente K-lineal si
para cada 1 4 xE G existe un homomorfismo
tal que y (x) ~ 1 .
Y : G--> GL(n,K)
Corolario 2 .5 . Sea K[G]un anillo de grupo . Enton-
ces R(K[G]) = (0) si y sólo si G es recidualmente
K-lineal .
No es conocido cuándo un grupo G es residualmente
K-lineal, para un cuerpo K arbitrario . Si G es fini-
tamente generado,es conocido (Mal'cev,[151, Th .4 .2)
que es lo mismo decir "residualmente lineal" que
"residualmente finito" . En el capitulo II estudio
este problema para grupos nilpotentes .
Un grupo G se dice que es radicable si para cada
a E G y para cada entero n : l,la ecuación xn .= a
tiene solución en G. B .H. Neumann[4] demostró que
un grupo arbitrario puede sumergirse en un grupo ra-
dicable .
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Teorema 2 .6 . Sea K una extensión finita de un
cuerpo puramente trascendente sobre el cuerpo primo P .
Sea G un grupo radicable . Entonces
(1) si G es residualmente K-lineal, necesariamen-
te G es residualmente nilpotente y libre de torsión .
(2) f'-R(K[GJ) = w(K[G]) .
Demostración . (1) Podemos suponer, obviamente, que
G es K-lineal, G G GL(m .K) . Sea g E G, denoto por
Pg(%) el polinomio característico de la matriz g.
En una clausura algebraica B de K se tiene que
m
P
g
(%) =
	
TJf (% ,~ i ) . Para cada« ¡ y para cada entero n
1
fijo n- elemento (3 in
. e K que cumple
m
(b) P l/n(x) = T-T
(g-
~j-n)g 1
es claro, también, que (K( 1,n ) : K) :5 m. Para demostrar
que G es nilpotente, basta probar que G es unipotente
( [15], Cor . 1 .21) . Así, he de ver que a¿ i = 1 . Procede-
ré en varias etapas .
(i)o( i es algebraico sobre P . Si éste no es el
caso, sea por ejemplo a'1 trascendente sobre P . Enton-
ces (P( (- ln ) . P(a 1)) = n. Sea L = K(nyl ) . Por hipótesis,
podemos tomar una base de trascendencia S con 4'lE S
y tal que (L : Lt )< ex), siendo Lt = P(S) . Dado que Lt
y P(P1n ), para cada n, son extensiones de P(xl) lineal-
mente disjuntas sobre P(ol 1 ), se tiene que
n ::~ (K( (3 1n) :Lt ) = (K( ~ ln) :
	
L)(L :Lt ) < m(L:Lt)
y, para n suficientemente grande, la relación anterior
es falsa .
(iiH i es raíz de la unidad . Si P es finito el
resultado se deduce de (i) . Supongamos, pues, que
P = Q. Sea Kt una extensión trascendente pura de Q tal
que (K :Kt)< - . Sea L la clausura algebraica de Q en K,
resulta que (M Q)< - , ya que L y Kt son linealmente
disjuntas sobre Q y (K :Kt)< oo . Si xE G es una raíz de
la matriz g, se deduce de (i) que PX(X)e L[%] . Supon-
gamos que 0, no es una raíz de la unidad . L«3(,) es una
extensión finita de Q, luego
P m
L(ql)P , para p
primo, es un grupo finito ; así, existe p> m tal que
`Yl L(o( 1 ) p . Entonces (L(p1p ) :L(-C 1 ) )= p, pero esto
es contradictorio, ya que (L(p
1P
) : L) m.-
(iii) ,( i = 1 . Supongamos que -¿l 1 . Sea L como
en (ii) . Se tiene
m > (L(Pln) : L) ? (P(Pln) : P)/ (L : P) ,
para n suficientemente grande el segundo miembro no
puede ser inferior o igual que m.
Los grupos unipotentes en característica cero son
libres de torsión . Si la característica de K es p > 0,
sea pn> m . Entonces, para todo x E G, se tiene que
n n
0 = (1- x)p = 1- xp . En consecuencia, G es un grupo de
torsión acotada y puesto que es radicable, necesaria-
mente G = <1>.
(b) Sea T una representación irreducible finita
de K[G] . Entonces T( w(K[G7)) está generado, como
K-espacio vectorial, por los elementos de la forma
1 - T(x), xe G . (C(G) es unipotente y por tanto
(¿k) (Kf G1)) es un ideal de T (K [G]) nilpotente ;
	
dado que
(K[G1) es simple, se tiene que ~( w(K[G])) = (0)
y así W(íZ [G]) 5 Ker~ . Entonces uJ (K [G1) 1~-l f*-R(KLGJ),
pero W ('K IG]) es un ideal maximal, por tanto
la condición nece ,~zaria del Teorema 2.5 (1) ' no es
euficiente ; es decir,eáisterl grupos nilpotentes libres
cae torsión que no son residualmente K=lineales para
nirzgun cuerpo K . Un ejemplo de este fenómeno es el
Ejemplo 5.10 de [131 . A continuación voy a dar otro
ejemplo cuya idea debo a Passman .
Para cada conjunto de índices I ~ 0 , sea G(I)
el grupo generado por los elementos xi,yi ,z (iEI) con
las relaciones
[xi,yi] = z , [xi,yj] = 1
G(I) es un grupo nilpotente de clase 2, libre de tor-
sión y centro < z,- .
si i ~ j , z central en G(I) .
Proposición 2 .7 . El grupo G(I) es residualmente
K-lineal, para algún cuerpo K, si y sólo si I es un
conjunto finito .
Demostración . Es conocido (Hirsch,[3]) que un
grupo nilpotente finitamente generado es residualmen-
te finito . Entonces, si I es finito, G(I) es residual
mente finito y, por tanto, residualmente K-lineal pa-
ra cualquier cuerpo K . Supongamos que I es infinito
y que G(I) es un grupo residualmente K-lineal para
un cierto cuerpo K . Sea tf : G(I) ------,GL(n,K) un homo-
morfismo en el cual
	
z!-> z ;é 1 . Si z tiene orden
finito ; resulta que G(I) es un F.C . grupo K-lineal,
entonces Z1(G(I))~< Puesto que I es infi-
nito, existen i,j E l distintos tales que yjyiÉ Z1(1GF))
y así 1 = iFij ,Y jy, 1 = z , lo cual es contradictorio .
Por tanto z no tiene orden finito, en consecuencia
Ker(?n Z1 (G(I)) = <l> . Un subgrupo normal de un grupo
nilpotente que interseca al centro trivialmente es
necesariamente el subgrupo trivial ([13]), en consecuen-
cia KerT= < 1> y ~ es un monomorf¡amo . G es, pues,
K-lineal . Puedo suponer que G SBQ(n,K) . Voy a probar
que el conjunto {xi : i E I~ es K-linealmente indepen-
diente ; esto será una contradicción, ya que I es infi-
n
nito . Si r f x = 0; f K, i E I, entonces
k=1 k ik k
E k
0 = ~fk(xi yi
- yi
xi )k 1 1 k
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y teniendo en cuenta las relaciones de G(I), se obtiene
puesto que xilyil
~ yilxil , se sigue que fl = 0 . Ana-
logamente, fi = 0 .
I .3 .
tentes de clase 2 .
0
	
= f
1
(x,_
1y1
.
1
- y1. 1x1.1 )
En este apartado construiré algunos ejemplos de
grupos nilpotentes de clase 2 . Es bien conocido [131
que los grupos nilpotentes de clase ~ 2 son las exten
siones centrales de grupos abelianos . En (131 se estu-
d:i.an las extensiones centrales usando formas bilineales
alternadas, idea original de Baer. En particular, en
[13 ] se dan resultados, debidos a G . Mislin, sobre
extensiones centrales de grupos cíclicos de orden pri-
mo por un grupo abeliano libre . Yo consideraré exten-
siones centrales de q -espacios vectoriales por q -es-
pacios vectoriales, es decir grupos nilpotentes de cla-
se :5: 2 radicables y libres de torsión (grupos 0-loca-
les) . Empezaré con algunas definiciones .
El rango de un grupo abeliano es el menor entero
r con la propiedad de que cualquier subgrupo finitamen-
te generado puede estar generado por r elementos . Sea
G un grupo nilpotente y <1> = Z 0(G) - Z1(G) c . . .eZn(G)
la serie central superior de G ; para cada 1 :5 i ::-~n
sea ri el rango del grupo abeliano Z.(G)/Zi-1(G) . El
n
rango de G, r(G), es el número Z ri .
1
Sea K un cuerpo y sea E un K-espacio vectorial
de dimensión finita. Si E está provisto de m formas
bilineales alternadas fi : E x E ~K, escribiré
(E ; fl, . . .,fm} . Diré que
	
es una exten-
sión de (E ; f1' . . .,m) si E c_.> 51 y fi/E x E = fi
para 1 i S n . Si f : E x E -->K es una forma bi-
lineal alternada, denotaré por rf(E) el radical de E
respecto de f, es decir rf(E) = {x e E : f(x,y) = 0
para todo y e El ; f es no degenerada si rf(E) = (0) .
Si se tiene (E ; fl , . . . .m ) tal que E = El e E2 e . . . e Em
y rfi(E) --- EgeE Ei2 ® . . .®© . . . ®P., para 1<i :!!- m, es-
cribiré
(E; fl ,,f a) = (El ; fl ) j, . . . _, (Em; m) .
Con la notación anterior s® tiene
Proposición 3 .1 . Dado el espacio (E; fl, . . .,fm),
f1 í4 0 1 :!!~ it- m, tal que ri rf
i
(E) = (0), existe una
_
extensión (É ; fl . . .m) tal que
(É ; fl , . . .,fm ) = (Él ; fl) L . . . L (En; Tm)
y cada forma fi es no degenerada sobre Éi .
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Demostración. Por inducción sobre m . Si m = 1, el
resultado es claro . Supongo, pues,que m > 1 . Sea
el , . . .,en una base de E . Sea V un K-espacio vectorial
de modo que E c V y V tiene una base vil , . . . 9v¡mm
1 :5i :~-n, tal que el =
	
vij . Defino en V las formas
1
gl , . . .,gm del siguiente modo
Ifi(ek'e8) si i = j = t
g(v 9 v )=ii kj st
0 en caso contrario ;
es inmediato verificar que (V; gl , . . . . gm ) es una exten-
m
sión.,de (° ; fl , . . . . fm ) . Denotando por V1 a n rg (V),
2 i
resulta que V -_ V1 -t- r
g1
(V) . Sea Vo = Vl rl r
g1
(V) ; en-
tonces, por hipótesis, Von E _ (0) . Por lo tanto,
(V/Vo ; gl' . . . . gm) es una extensión de (E ; fl , . . .fm ) .
Por construcción se tiene que
(v/vo ; gl , . . .,gm) _ (VI/V. ; gl)
.L(r
gl
(v)/vo ; g2 , . . .,gm)
m
y, claramente, n r (r (V)/V ) _ (0) . Por hipótesis
2 gi gl o
de inducción existe una extensión (W; g2 , . . . . gm) de
(r
91
(V)/V0 ; 92"".ígia)
tal que
.(w ; 121 . . . 14) _ (í52 ; X2 )1 . . . 1( %1; I- )
y cada gi, 2 ~ i ~m, es no degenerada sobre Ei . Defino
É = El x W tomando El = V1/Vo y las formas fi sobre
E definidas por
tal
W c rf-1(E) ,
	
f
l
/É1 x El = gl
E
l
~
rf,
(E) , fi/W x W = gi 2 :5 i t1 m .
(E ; fl, . . .,m) es una extensión de (E; fl , . . . .m) que
cumple las condiciones de la proposición.
En lo que sigue todos los espacios serán Q -espa-
cios vectoriales de dimensión finita y utilizaré, por
comodidad, notación multiplicativa .
A cada espacio (E ; fl, . . .,f
m
) se le puede asociar
un grupo G(E) del siguiente modo : Sea F un Q-espacio
vectorial de dimensión m y sea zl , . . .,zm una base ; en-
tonces, G(E) es una extensión central de F por E
1-, F -~- G(E)-9 E -> 1
m fk(¡,Y)
que Ix9YJ= -IT zk
1
para todo x,y E G(E) . Al ele-
gir distintas bases de F los grupos G(E) que se obtienen
son isomorfos . G(E) es un grupo nilpotente de clase ~ 2
m
radicable y libre de torsión . Si ,i rfl(E) = (0), el
centro de G(E) es exactamente F . Si (É; fl , . . .,fm ) es
una extensión de (E; fl, . . .,fm), entonces G(É) es una
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extensión de G(E) .
Ejemplo .2 . Voy a ver cual es el gt«upo G(E) aso-
ciado al espacio (E ; f) .
(1) Sea rf(E) = (0) . Entonces, existe una base
xi,yi de E tal que, en esta base, f tiene una matriz
del tipo
grupo G(E) por G(h) .
entonces
El gmpo G(E) es, salvo isomorfismos, la completación
radicable (racionalización) del grupo dado por las
relaciones
[X:L,XJ1-jyi,yii=
1 , ' xky~~~_ 1 i i
	
a9
L.
r
yil=
:s , a central en Cw(E) f
donde 1t5 i, j :11%, síendo 2!1 = dim. QE. Denotaré a este
(2) Sea rf(E) = Eo . E descompone en suma directa
ortogonal E = Eo 1 El . Si. dim. Eo = n y dim El = 2h,
G(E)c- Qn x G(h) .
Sea ahora G un grupo nilpotente de clase 2 0-local y
s
de rango finito tal que Z1(G) = ['2(G) . Sea zl , . . .,zm
una Q -base de r2 (G) . Si E denota a G/Z1 (G), E es
un Q -espacio vectorial . Sea $1, . . .,án una base de
E y xl, . . .,xn representantes en G, se tiene que
m
	
f (x . ,í )
lxi,xjl= ~zk k 1 J1
donde las funoiones fk : E x E>Q son formas
bilineales alternadas sobre E . El grupo G(E) eso-
cíado al espacio (E; fl , . . .,fm) es el grupo G. Pues-
m
to que Zl(G) _ ('2 (G), se tiene que n rf (E) = (0)
1 i
y fi # 0. Se sigue de la Proposición 3 .1 que existe
una extensión (E ; f1 , . . .,fm) de (E ; fl , . . ., m),tal
que
(B ; f1, . . . .fm ) = (E1 ; f1)1 . . . 1.(Em ; fm)
y cada fi es no degenerada sobre Ei . Entonces
G(É) - G(E1) x . . . x G(Em ) .
SeaTTí la proyección de G(E) sobre cada G(Ei ) . Se
deduce del Ejemplo 3 .2 que TTi (G(E)) es un producto
directo de un grupo abeliano y un grupo del tipo
G(hi ) . Sea E i : TTi(G(E))-9G(hi ) la proyección
canónica . Entonces se tiene un homomorfismo
m
-_ TTEi TT i : G(E)--0T-j G(hi)
1
y puesto que Kere n Z1(G(E)) = <l>, resulta que
Ker E = < l'> y £ es un monomorfismo ; es más, G(E)
es un producto subdirecto de grupos G(hi ) . Obsérvese
que m = r(h'2(G(-"E))) .
Ahora puedo probar fácilmente la siguiente
Proposición 3 .3 . Sea G un grupo nilpotente de
clase :` 2 libre de torsión y de rango finito . Enton-
ces Go , la racionalización de G, es un producto sub-
m
directo de A x ÍI( G(hi ), donde A es un grupo abeliano
1
divisible y m = r( r2 (G)) .
Demostración . Puesto que r( 2(G» = r("2(Go)),
puedo tomar. G = Go para, la demostración . Sea x11 . . . .1
una base de G/Zl(G) y xi , . . . . xn representantes en G.
Defino G1
= < xl, . . . . ...
	
r2(G)ó .
Si A es un comple-
mentario de 1 2 (G) en Z1 (G), se tiene que G.= A x G1 .
Entonces Z1(Gl)
= ~2(G), y por tanto G1 es
un produc-
m
to subdirecto 71l G(hi. ) .
Es bien conocido ([151, pg .25) que un grupo nilpo-
tente de rango finito ,y° libre de torsión es 'Q -lineal .
El siguiente corolario da una cota del grado de dicha
representación en el caso de grupos nilpotentes de
clase -'- 2 .
Observaré, primero, que un grupo del tipo G(h)
tiene una Q -representacíón fiel de grado ht 2 .
Sean eij e. GL(2+ h, Q ) las
matrices con 1 en la
diagonal y ceros en las demás componentes salvo la
(i,j) que vale 1 . Sea G el grupo
G =
	
eeh+ 2,i+ 1' eh+ 2,1 i36 '
entonces Go = G(h) c Trl(h+ 2, Q ) .
Corolario 3 .4 . Sea G un grupo nilpotente de cla-
se < 2 y libre de torsión. Sean n = r(G), m = r( r2(G))
y m+ p = r(Z1(G)) . Entonces G es un grupo Q -lineal
de grado 5 m( [n-(p+m)/2~+2) + 2p. ([ ] indica la par-
te entera .
Demostración. Es bien conocido que P (Go) _ f'2(G) o
y puesto que G es libre de torsión, también Z1(Go ) =
Zl(G)0 , así pues, al racionalizar G no cambian los
rangos considerados en las hipótesis . Puedo suponer,
por tanto, que G = Go . Teniendo en cuenta la Proposición
3 .3 G = A x Gl donde A es un grupo abeliano divisible
de rango p . A es isomorfo al grupo
C GL( 2p, Q ) .
m
Por otra parte G1 es un producto subdirecto T`T G (hi )
1
y 12(G1) = 12 (G) . La proyección natural TTi s G1---~G (hi )
37 '
.
induce G1/Cl 2(G1)
	
" G(h1)/ ~2(G(hi)) = Q
2h
' . En
consecuencia (n-p)-m > 2hi . G(hi) posee una represen-
tación fiel en GL(hi+ 2,Q) y, por tanto, G1 tiene una
representación Q-lineal fiel de grado
-~ m(In-(p+ m)/21 + 2) -f- 2p.
Finalmente, daré algunos ejemplos de grupos nil-
potentes de clase 2 que son residualmente finitos .
Sea V un Zmódulo libre y f :V x V---Z una
forma Z-bilineal alternada . Supongamos que existe una
Z®base . , ,13 _ xi si e 1 } , de V tal que
si xi,xj E q
entonces n, para un entero n fijo . Sea G
el grupo nilpotente de clase :5 2 asociado a la terna
(Z, V, f) . Es decir, G está generado por los elementos
f(xi,xj)
de y z ; con las relaciones Ixi,xj] = z , z
centxxal en G .
Pronasi2ién 3 .5 . Con la notación anterior, G es
residualmente finito si y sólo si G c_-> A x N ; donde
A es un grupo abeliano residualmente finito y N es
finitamente generado .
Demostración . Sea H un grupo residualmente finito
y F un subgrupo normal finito . Entonces H/F es también
residualmente finito ; en efecto, seaíf la familia de
todos los subgrupos normales de H de indice finito .
Por hipótesis !1N = ,\'1 : . Para demostrar que H/F es
.t'
residualmente finito es suficiente ver que nNF = F .
Trivialmente F--.nNF . Reciprocamente, si F = J fl , . . .,fnJ
y a ~- F, existen subgrupos Ni e LI? tales que afi1
	
Ni
para 1 i m. Si Nodenota a ()Ni,No Evy' y aIN0. Por
tanto a ~r1NF .
Voy ahora a demostrar la proposición . Primero su-
pondré que <z > es finito . ['2(G) c < z > , luego r2(G) es
finito . Puesto que G es residualmente finito, podemos
tomar un subgrupo normal No de indice finito tal que
No n I-2 (G) = <1~ . Entonces G c_9» G/ r2 (G) x G/No .
El resultado se sigue, teniendo en cuenta lo demostrado
en el párrafo anterior. Si <z> es infinito, considero
Z
ai
Zi donde Zi =< z - >-
Z . Defino la aplicación
x --->(f(x,xi))xie13
y voy a probar que el conjunto F(3) es finito . Por
contradicción, sea yl'y29 . . . una sucesión de ele-
mentos de f'3 tales que F(yl ) 9 F(y2),  , son todos dis-
tintos . Sea N un subgzv.po normal de índice finito en G
tal que N r1 < z>= \'za> , con s >2n ; esto es posible
por ser G residualmente finito . Puesto que G/N es finito,
existen elementos yi,yj i ~ j tales que y,ENy.. Dado
que F(yi) F(yj ), existe xtE 9 verificando
f(yigzt) f(yj ,xt ), Entonces, se tiene que
f 1 f(xt 9yi )-f(xtaj)
Lxtgyiy3 I = z ,
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puesto que [xt,yiyy Jf(xt ryi ) - f(xt,Yj )1 :5 2n<s,
se tiene que z es de torsión . Sea, pues,
F(13) = {F(x1), . . . . F(xu)}
	
con JF(f l = u < vo . Para
cada xicJ? sea 1 ° hi< u tal que F(xi ) . = F(xh ) . Defi-
no A como el Z-módulo de V generado por el conjunto
.~ xixhl es claro que V = A x `'x1 , . . . ,xu> .
i
Puesto que A s rf(V), se obtiene un isomorfismo
G _= A x 1Q, donde N = <x1, . . . 9%9S> . lo que
termina
la demostración.
Obsérvese que, si G satisface las condiciones
de la Proposición 3 .5, y además su centro es cíclico,
ontonces G es finitamente generado y, en particular,
n erable . En generala si G es nilpotente y su centro
es rumers.ble, el hechas que G sea residualmente finito
implica que IG J:5><, . }:11 oiguiente ejemplo demuestra que
el caso 1G _ 1Lpuede darse .
E em 10 . .6 . Sean Si = 11f < xi> ( `xi> _ Z) y L el
grupo abeliano libre generado por z, Y19 Y29 . . . . De-
fino G = L x H (producto semidirecto) por las relaciones
6
[jÍ xii9YRI =
z2kdk
( k = 1+29 . . . ) , z central .
Se
l
comprueba que 251
(G) _ <o> . Para cada n?1, Rn denota
el subgxupo < I-T xil 9 «i =
0 si 1 5 15 n 9 Yn*1'Yn+2' . . %.
l n+l
Entonces,Rnn <z> _. < Z>2 y (1 Rn =<1> . Dado que
Rn es normal, G/Rn es finitamente generado y así resi-
dualmente finito . G es residualmente finito, ya que
G ~~- G/Rn .
Capituló II
CARACTER RESIDUALMENTE LINEAL DE GRUPOS NILPOTENTES
En [71 se estudian las relaciones que existen
entre el carácter residualmente lineal y residualmen-
te finito . En este capitulo generalizo los resulta-
dos de [7]
Empezaré dando notación. Los símbolos. rn(G) y
Zn(G) designan los términos de la serie central
inferior y superior de G. Si % es un subconjunto de
G se denota por CG(%), su centralizador,que es x,--CG(%)
si xy = yx para todo y E %. Un grupo abeliano es .?'
si es un producto subdirecto de grupos cíclicos Ci
tales que C i = Z
	
o 1 o¡ 1 :< n para un entero n fijo .
Un grupo G se dice que es residualmente lineal
si para cada 1 4 xE G existe un cuerpo g y un homo-
morfismo (f :G--->GL(n,K) tal que (f (x) j>¿ 1 .
Sea G un grupo lineal, G ~£GL(n,K) . Si G es la
K-subálgebra de M(n,K) generada por G, sea %~:-G una
n
K-base para G. Entonces % es un conjunto finito y
claramente Z1(G) = CG(%) .
Un grupo G diré que es un 0-grupo si existe
un conjunto finito g tal que Z1 (G) = CG(%) . Cualquier
grupo lineal es un C-grupo . Más en general, un grupo
que satisface la condición minimal sobre centraliza-
dores es un C-grupo . Un grupo G es un Co-grupo si
G/Zi (G) es un 0-grupo para todo í2:0 .
11 .1 . Grupos.nilpotentes que son residualmente C-grupos .
Lema 1.1. Sea G un CO_grupo nilpotente y sea H
un subgrupo normal de G tal que Hn Z1(G) es finita-
mente generado. Entonces H es finitamente generado .
, . .Demostración. Procederé por inducción sobre la
clase' c .de G. El caso o = 1 es obvio . Sea % _
tal que Zl(G) = CG(%),-Entonces la aplicación
Hn Z2(G)--~,. (H nZl(G))x . . .x(H r,Z1(G))
es un homomorfismo de grupos con.núcleo H,<l Z1(G) . Así
(H r1 Z 2 (G))/(H nZl(G) es finitamente generado. Dado
que G es un Co-grupo, ,G/Z1(G) es un C -grupo . Entonces
(HZ 1 (G)/Zh(G))n Zl(G/Zl(G)_ Hn-Z2 (G)/H n Zl(G)
por tanto, se sigue por inducción que HZ1(G)/Z1(G) _
H/Hn Z1(G) es finitamente generado y el resultado
es claro .
(~~9xlJ , . .o,lx,~J)
Necesito el siguiente
Lema 1 .2 .(P . Hall [13]) . Sean H, K, L subgrupos
de un grupo G y supóngase que N es normal en G. Si
dos de los subgrupos [H, K, Ll , [K, L, HJ y [L, H, K]
están contenidos en N, entonces el tercero también .
Lema 1.3 . Sea G un C-grupo nilpotente . Entonces
las siguientes propiedades son equivalentes .
(1) r2(G) es finitamente generado .
(2) Si xE G, entonces
	
<x>
G
(la clausura normal
de Cx > en G) es finitamente generado .
(3) G/Z1(G) es finitamente generado .
Demostración. (1)x(2) es obvio,ya que
(G) ~ x > y como es bien sabido, los grupos nilpoten-
tes finitamente generados satisfacen la condición ma-
ximal para subgrupos . (2)--==~>(3) . Demostraré primero
que G es un CO_grupo . Como los cocientes de G satis-
facen (2), es suficiente demostrar que G/Zl(G) es un
C-grupo . Sea X un subgrupo de G finitamente generado
tal que Z1(G) = CG(X) . Entonces, por (2), [X, G] es
finitamente generado. Sean Ix1 , g1] , . . . , [xn , gn1 ge-
neradores de IX, GI, donde xi cz X y gi 6 G. Defino
H = X, gl , . . . ,gnu . Entoncea [Z, G] !~-: [H, E] . Sea'
N = { a E G s [a, Hj 5 Zl(G)J . El resultado se sigue
si demuestro que Z 2 (G) = N. Trivialmente Z2 (G) 5 N .
Es claro que [H, N, H] = IN, H, HI = <1~ . Se dedu-
ce del Lema 1 .2 que IH, H, N] _ <liy,en particular,
se tiene que
	
[X, G, N] = \li . Como X !c H, también
1 N, A, G] = W. He nuevo por el Lema 1.2 se tiene
que IG, N, X] = <l). Por tanto [G, Nj il~Z1(G) . Esto
demuestra que N 5 Z2(G) . El homomorfismo
(donde
Z2
(G)--~ XG x . . . x XG
x ( [x , Rl] , . . . ,
[x,xn] )
X-= < xl , . . . ,xn/ )
demuestra que Z1(G/Zl(G)) es finitamente generado . Da-
do que G/Z1(G) es un Co-grupo, el resultado se
sigue
del Lema 1 .2 . (3)x(1) Es conocido 131 .
Léma 1 .4 . Sea G un grupo nilpotente tal que
G%Z1(G) es finitamente generado . Entonces G es
dualmente finito si y sólo si loes Z1(G) .
Demostración . Es suficiente demostrar que
R(Z1(G)) = R(G) . Trivialmente R(Z1 (G)) -R(G) .
N un subgrupo de Z1(G) de Indice finito . Entonces
N es normal en G y G/N es nilpotente finitamente ge-
nerado y por tanto residualmente finito . Así R(G)i~- N
y R(G) c R(Z1(G)) .
El Lema 1.4 es una consecuencia trivial de
( [14], Prop.1) .aunque éste es suficiente para lo
voy a necesitar.
resi-
Sea
Proposición 1.5 . Sea G un grupo nilpotente resi-
dualmente C que satisface las condiciones siguientes .
(1) Para cada x e G, <x > G es finitamente generado .
(2) G/ P2 (G) es residualmente finito y para cada
primo p la p-torsión está acotada.
Entonces G es residualmente finito .
Demostración. Sea 1 4 x e G, demostraré que
x ~ R(G) . Dado que G es residualmente C, podemos consi-
derar un homomorfismo ~ de G en un C-grupo tal que .
so (x) P¿ 1. Sea G = G/(Ker cf n
r2 (G» . Puesto que los
cocientes de G satisfacen (1), se sigue del Lema 1 .3
que
	
f2 (G/Ker ¿f ) y (G/Ker T )/Zl(G/Ker (f ) son finita-
mente generados . Claramente G c-> (G/Ker f )x(G/('2(G)) .
Entonces se ve fácilmente que f2(G) y G/Zl(G) son
finitamente generados . Además, se tiene G/ P2(G)- G/ R2(G) .
Se deduce de (2) que la p-torsión de G está acotada
para cada primo p. Por tanto R(Z1(G)) es un grupo
radicable, pero G/ P2(5) es residualmente finito y
así R(Zl(G)) s: p2(G) . P2 (G) es finitamente generado
y, necesariamente, R(Z1(G)) = < l> . En estas condi-
ciones el Lema 1.4 implica que G es residualmente
finito. Se concluye que x ~ R(G) ; ya que x~Kern 1'2(G) .
Lema 1.5 . Sea G un J?-grupo y sea H un subgrupo fi-
nitamente generado . Entonces G/H es un ,ÍZ-Brapo.
Demostración. G es un !2 -grupo, así GsTTZ x C
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donde C es un grupo de torsión acotada y en consecuencia
( [2], Th . 17 .2) suma directa de grupos cíclicos . Dado
que los subgrupos de un 9-grupo son 9-grupos se , puede
suponer que G = TIZ x C a fin de probar el lema . Sea
H un subgrupo de G finitamente generado, existen subgru-
pos finitamente generados M cT-i Z
	
y N S C tales que
H S M x N. Cada subgrupo de TT Z finitamente generado
puede incluirse en un sumando directo de TT Z ([2], Th .19 .2),
es claro que C tiene también esta propiedad . Por tanto,
se puede suponer además que M x M °= TT Z y N x N'= C, para
ciertos subgrupos MC~ TTZ y N ' r- C . Ahora se tiene que
G/H = (MxN/H) x M'x N'y el resultado es claro .
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Teorema 1.7 . (1) Sea G un grupo nilpotente residual-
mente C tal que r2 (G) es finitamente generado y Z1(G)
es un 3?-grupo, entonces G es residualmente finito .
(2) . Existe.un grupo nilpotente G de clase 2 con
r12 (G) finitamente generado y Z1(G) residualmente finito,
tal que es residualmente lineal pero no residualmente
finito .
(3) Existe un grupo nilpotente G de clase 3 con
Z1(G) cíclico tal que G es residualmente lineal pero no
es residualmente finito .
Demostración . (1) Teniendo en cuenta la Proposición 1.4
es suficiente demostrar que G/('2 (G) es residualmente fi-
nito y la torsión de G/¡- (G) está acotada. Procederé
por inducción sobre la clase c de G. Si c = 1, el re-
sultado es trivial . Supongamos c > l y sea G = G/Zl(G) .
Trivialmente -(G) es finitamente generado . Z1(G) es
un Iz -grupo, ya que está contenido en un producto
TÍ Z1(G) . Por inducción, se tiene que G/('2 (G) es re-
sidualmente finito y su torsión está acotada . Por hi-
pótesis Z 1 (G) es un R -grupo y f2(G) es finitamente
generado ; por tanto se sigue del Lema 1.6 que
Zl (G) 2(G)/ 17 (G) es un J2-grupo . Así, la torsión de
G/ ('2(G) está acotada . Entonces,,R(G/ r2(G» es un
grupo radicable contenido en Zl(G) r2(G)/í-2(G) . Dado
que el único subgrupo radicable que contiene un
R -grupo es el trivial, se tiene que G/ r2(G) es resi-
dualmente finito.
(2) Sea p un número primo . Defino
G = < zi, xi , yi ,
	
i = 0,1, . . . :
zp__-
IM' [xi,xjl
Izi,zjl_Lyi,yjl-Lzi,xjl-lzi,yjl= 1 ' [xi+yj] = 1 si
i P, j , [xi $ yi]= zo> .
G es un grupo nilpotente de clase 2 con ('2(G) = <zO>
y Z1(G) = ,~zi , i = 0,1, . . . > ':5 Qp ( donde Qp es el gru-
po de los números racionales cuyos denominadores son
potencias de p~ Zl(G) es residualmente finito, aunque
no es g -grupo . Demostraré que G no es residualmente
finito, pero G es residualmente lineal . Supongamos
que x-a x es un homomorfismo de G en un grupo G fi-
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nito . Entonces existen enteros n,m distintos tales
que xn = xm . As! 1 =[ ,Yn1=Den,Yn1= zó . Como los
cocientes finitos de QP
no tienen elementos de orden
p, se tiene que zo ='i. Por tanto zoe R(G), de hecho
Z1 (G) = R(G) . Sea K un cuerpo que contiene todas las
raices pn-ésimas de la unidad para todo entero n .
Probaré que G es residualmente K-lineal, basta probar
n
	
n
que el grupo Gn = G/,- J> lo es, ya que n<zó> = < l> .
Se deduce de las relaciones de G que Z1(Gn) es una
extensión de Z(p) por un grupo residualmente finito .
Por tanto Z1(Gn) es recidualmente K-lineal . Puesto que
Z1(Gxi) tiene
indice finito en Gn, Gn es residualmente
K=lineal.
(3) Sea p un primo . Sea G el grupo generado por
z, ti, xi' yi (i =
1,2, . . .) con las relaciones
[xi ,x
j
HYi . yj1 = [ti, t 3l = [z 'xiJ = ¿Z,yil =
[z,ti, = 1,
i
[xi,yij= .ti z, Lxi'y51= 1 si i
Lti'xil-lti'Yil
_ zpi , [ti ,x j~yti,y j1= 1 si i j .
G es un grupo nilpotente de clase 3 libre de torsión
y con centro <z>. Sea x 9, R un homomorfismo de
G en un grupo finito G. Entonces, existen enteros n,m_ _ 1 _ 1 m
distintos tales que yn = ym. Así 1 =[tmlynl=ltm'YmJ
zp .
Supongamos que z 1, Entonces hp (z), la p-altura de
z en G, es finita . De nuevo, existen enteros distintos
r,s > hp(1) con 1 = Cgr,ysl - L%s' ys' - te z . Luego
z = (t-l
s
s )P. Así s < hp(z), una contradicción . Por
tanto he demostrado que z pertenece a los nácleos
de todos los homomorfismos de G en grupos finitos,
es decir z E R(G) . Finalmente demostraré que G es re-
sidualmente K-lineal, si K contiene, para cada ñ,las
raíces pn-ésimas de las unidad. Defino, para cada n> 1,
el subgrupo
pn pn
En =
	
tl	t2
n
An es un su1grupo normal do G y Rnn<z> _ <zp> . Por
tanto !1 _<1> . Entonces basta probar que el gra-
to G = G/En es residualmente K-lineal . Es claro que
ti , . . . ,tn-1 .
Además, para i=1,2, . . .,n-1, se tiene
in-i , 11, . . . , 7n-l .
f r n
t = 1 así _L áp,ti~ = 1 yi
,t,I = 1 ,
[rías-)= /, gi' yil L
$i9yivsilPn(Pn-1)/2=
=
ti
i+ n Zpnzp21 + n(pn-l)/2 - 1
análogamente oe obtiene que 1 oín, yi 1 = 1 .
tmz para a_> n>.
De estas relaciones se deduce que G/Z1(G) es un gru-
po nilpotente de torsión y por tanto finito, ya que
es finitamente generado. El resultado se sigue, ya
que Zl(G) es residualmente B-lineal.
Corolario 1.8 . Sea G un grupo nilpotente de cla-
se 2 cuyo centro es finitamente generado . Entonces
son equivalentes
(1) G es residualmente lineal .
(2) G es residualmente finito .
Demostración . Es consecuencia inmediata del
Teorema 1 .7, ya que r2 (G)
	
Z1(G) .
Obsérvese que el Teorema 1.7 (2) demuestra que
el Corolario anterior no es cierto, en general, si la
la clase del grupo G es ? 3 .
El Teorema 1.7 (3) demuestra que los conceptos
residualmente lineal" y " residualmente finito" son
esencialmente distintos, en otras palabras :"mirando
el centro del grupo, no se distinguen bien ambos con-
ceptob" . Este hecho es un tanto extraño ya que el cen-
tro de un grupo nilpotente refleja, casi siempre, las
propiedades residuales del grupo.
El Teorema 1 .7 (3) hace que el caso Q-lineal sea
más interesante, es decir:
Sea G un grupo nilpotente residualmente Q-lineal
cuyo centro es finitamente generado . Entonces ¿ es G
residualmente finito ? .
Teorema 1.9 . ([15], Exc .2 .0) Un grupo nilpotente
G es Q-lineal si y sólo si G es producto subdirecto
de un grupo de rango de Prüfer finito libre de torsión
por una extensión finita de un grupo abeliano numerable
libre .
El
dinal r
do está
rango de Prüfer de un grupo G es el menor car-
tel que cada subgrupo de G finitamente genera-
generado por r elementos .
Teorema 1.10 .
(1) Sea G un grupo nilpotente residualmente Q-li-
neal cuyo centro es ciclioo . Entonces G es residual-
mente finito .
(2) Existe un grupo nilpotente G residualmente
Q-lineal tal que Z1(G)r Z®Z y G no es residualmen-
te finito .
Demostración. (1) Si G es residualmente Q:lineal
se sigue del Teorema 1.9 que G s T.TPi x R, donde
cada Pi es un grupo libre de torsión y de rango de
Priifer finito y R es un grupo residualmente finito .
Sean TT i : G-- :> P1 , TTR: G-->R las proyecciones
naturales . Sea z un generador de Zl(G) . Si TTj(z) 4 1
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para algún i, entonces TTi es un monomorfismo y en
consecuencia G es Q-lineal .
	
Como Z1(G) es cíclico,
se deduce del lema 1.1 que G es finitamente generado
y por tanto residualmente finito . Si TTi(z) = 19para
todo ig entonces TI R es un monomorfismo y G es resi-
dualmente finito .
(2) Sea p un número primo . Sea H el grupo gene-
rado por los elementos u,xi ,yi,ti (i=i,2, . . .) con las
relaciones
1xiPx3I_lyiyyj1=Lti9tJI= 19
f i ;
1Xi9Yi1= ti 9 1xiPy3j= l
si i ~ J9
[ti,xil= lti9yup ; lti9XJ1= [ti,yj= 1 si i J,
u está contenido en Z1 (E) .
fi! ea un grupo nilpotente de clase 3 cuyo centro es cícli-
co generado por u . Demostrar¿ que H es residualmente
finito . Defino para cada entero m > 1 el subgrupo normal
m
m = < zngyn9tn9uP 9 n >m
m
Entonces mn < u> = <up > y así nm = l> . Dado que
H/H es finitamente generado para cada m> 1, se sigue
que H es residualmente .finito .
Considero ahora el grupo G generado por los elemen-
tos u, z,xi ,yi ,ti (i=1,2, . . .) con las relaciones
[yi,yj] = [ti,tjl = 1,
tiz, [xi,yj1 = 1 si i
	
j,
i¡
lti,xi1 = [ ti , yi1 = up , [¡¡'xjl
=	[ yj]=1 si i ¡l J,
u,z están contenidos en Zl(G) .
G es un grupo nilpotente de clase 3 con Z1(G) = < u,z > y
por tanto Zi(G)- Z® Z. Demostraré que G es residualmen-
te Q-lineal y, no obstante, no es residualmente finito .
Supongamos que G-~ G es un homomorfismo de G en un
grupo G finito. Si G = m, consideramos el conjunto
m,x2m, . .  :nM, . . . } . Dado que G es finito, existen
enteros r y¡ s tales que $lm:= gs . Entonces, se tiene
que
1 = [2rm ,ísm] = Lásm,Ysm 1 =
Por tanto <z>sR(G) . Como que G/< z>-H y, he visto que
H es residualmente finito, se tiene que R(G) c -z> .
Luego R(G) = <z> . Falta demostrar que G es residual-
mente Q-lineal . A tal fin sea F c < xi ,yi ,u > , F es
norzal en G y FnR(G) =<1> . Así Gc--,, G/F a G/R(G) .
De las relaciones de G se sigue que G/F - Q y, por tan-
to, G es residualmenté Q-lineal.
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Finalmente voy a dar un teorema que caracteriza
ciertos grupos nilpotentes residualmente lineales .
Necesito un sencillo lema que, seguramente, es
bien conocido .
Lema 1,11. Sea G un grupo nilpotente con f2(G)
finito y G/Z1 (G) finitamente generado . Entonces
G/Zl (G) es finito .
Demostración. Ya que G/Zl(G) es finitamente gene-
rado, Z2 (G)/Z l(G) es isomorfo con un subgrupo de . un
producto Pinito rTl2(G), así Zl (G/Zl (G)) es finito .
Dado que un grupo nilpotente finitamente generado con
centro finito es finito, el resultado se sigue .
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Teorema 1 .12 . Sea G un grupo .nilpotente tal que
G('s>
	
es finitamente generado, para cada x c-G . Sea
Wla familia de todos los subgrupos normales de in-
dice finito en G . Entonces, las siguientes condiciones
son equivalentes .
(1) n[N,G] =<l> .
(2) ~ r2 (N) =<l> .
(3) G es residualmente lineal .
(4) G es residualmente C .
Demostración . Puesto que f2(N) ~j-IN,G], trivialmente
(1)x(2) . (2)x(3) . Para cada NaAP, el grupo
G/r2(N) es una extensión finita de un grupo abeliano y,
por tanto, G/ ("' 2 (N) es residualmente lineal . Puesto
que n F 2 (N) =<1) , el resultado es claro . Es obvio que
(3)x(4) . (4)x(1) . Podemos suponer que G es un
C-grupo, sin pérdida de generalidad. Entonces, el lema 1.3
implica que f2(G) y G/Zl(G) son finitamente generados .
Para cada entero n > l, defino Gn = G/ r2 (G)n. Entonces,
(_2(G.) es finito y Gn /Z1(Gn ) es finitamente generado ;
se sigue del lema 1.11 que Gn es una extensión finita
del centro . Sea $n la imagen inversa de Z1 (Gn) por la
proyección canónica G-'Gn. Hn tiene indice finito en
G y tRn,G] £ r2 (G)n . Dado que f2(G) es finitamente ge-
nerado, se tiene que n 2(G)n = (1>. Por tanto
(~ [ Pn,G] = <1>, lo que termina la demostración.

Capitulo III
GRUPOS LINEALES RESIDUALMENTE FINITOS
El primer resultado de este capitulo se refiere
a grupos nilpotentes que residualmente son unipoten-
tes de característica cero . Si se supone que el con-
mutador de un tal grupo G tiene rango de Pr~ifer fini-
to, entonces G es unipotente y su residuo, R(G), es
radicable . En general no es cierto que el residuo de
un grupo unipotente sea radicable . Motivado por este
fenómeno estudio, en la segunda parte del capitulo,
la posibilidad de que los grupos unipotente o unitri-
angular, triangular y lineal total de grado n sobre
un anillo R sean residualmente finitos . Si n > 3, el
problema queda resuelto . Si n = 2, doy, sólo, resul-
tados parciales .
Sea R un anillo con unidad, no necesariamente con-
mutativo . Siguiendo la notación de ([15], pag. 13),
considerarro los siguientes subgrupos de GL(n, R)
Tr(n, R), el grupo triangular, formado por las
matrices de GL(n, R) del tipo
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Tr1 (n, R), el grupo unitriangular, formado por las
matrices de GL(n, R) del tipo
1 0
Sea K un cuerpo . Un grupo G K-lineal, G i5~GL(n,
K),
se dice que es unipotente si, para cada x E G,
(1-x)n= 0 .
Es conocido ([151, Cor. 1 .21) que si G es
unipotente,
existe g c- GL(n, K) tal que g1Gg 1~ Trl (n, K) . Los gru-
pos nilpotentes libres de torsión y de rango
de Pr".ifer
finito son Q-unipotentes ((15Í, pag . 25) .
-Un anillo R se dice que es residualmente
finito
si y eólo si está con.terii.d.o en un
producto de anillos
finitos . Análogamente, ,xn R-módulo (por la
izquierda)
es residualmente finito si y sólo si está
contenido en
un producto de R-módulos (por la izquierda)
finitos.
TII .1 . Gru_~os uni~catentes .
Proposición l .a_ . Dado un cuerpo K de característi-
ca cero, sea G un grupo residualmente
K-unipotente . Su-
pongamos, además, que r2 (G) tiene rango de Prtiifer fini-
to . Entonces
(1) G es producto subdirecto de un grupo de
rango
de Prifer finito libre de torsión por un grupo
abelia-
no libre de torsión; en particular, G es
unipotente .
(2) R(G) es un grupo radicable .
Demostración . Sea Go , la racionalización de G.
Dado que los grupos unipotentes de característica
cero son libres de torsión, se tiene ([13], Th . 8.9)
que
	
Gs Go. Go es también residualmente unipotente .
2 (G) tiene rango de Prüfer finito, por tanto Go
también . Así, puedo suponer que G = Go a fin de pro-
bar (1) . Como ('2(G) es numerable, existen subgrupos
normales Hi , para i = 1,2,, . . , tales que G/Hi es
K-unipotente y
Hin r-2 (G) p H2 n r-2 (G) . . . En!-) r'2(G)-> . . .
de manera que n (Hi n f2 (G)) = <1> . Los cocientes
de la cadena anterior son libres de torsión y, como
que r2(G) tiene rango de Prizfer finito, se tiene que
2(G) .~1 En = <1'> , para un entero n conveniente .
Sea G = G/Hn . Entonces G/Z1(G) - G/Z1(G) . Puesto que
G es K-lineal, se sigue, cambiando "finitamente gene-
rado" por "rango de Priifer finito" en el Lema 11 .1 .3,
que G/Z1(G) tiene rango de Pxgifer finito . Por otra
parte, r2(G) r\Z1(G) es un grupo radicable y, así, exis-
te un subgrupo N ir- Z1 (G) tal que (P2(G)n Zl(G)) x N =
= Z1(G) . Entonces, Z1(GIN) = Z1(G)/N tiene rango de
Pztiifer finito y, como es libre de torsión, resulta que
G c.-.á G/2(G) x GIN. Así, G/N es Q-unipotente . Ahora,
el resultado es claro .
(2) He demostrado en (1) que G c P x A, donde P
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es un grupo nilpotente de rango de Priifer finito y A
es un grupo abeliano libre de torsión. Sea S el núcleo
de la proyección natural de G en P. Entonces, G/GnS
es un grupo nilpotente de torsión acotada y, como tie-
ne rango de Prifer finito, necesariamente G/GnS es fi-
nito . Entonces R(G/Gn) = R(GnS/GA) . S es abeliano, pues
S ~l- A . Entonces, GnS/Gn es suma directa de grupos cí-
clicos y, por tanto, : 1> = R(GnS/(P) = R(G/Gn) . En con-
secuencia se tiene que R(G)s~ ()Gn. Trivialmente
ir¡ Gn ~ R(G) . Entonces R(G) = r1 Gn . El resultado se
sigue del hecho que n Gn es radicable si G es nilpo-
tente y libre de torsión C133, Th . 6.6) .
En el siguiente ejemplo probaré que existen gru-
pos unipotentes, tales que R(G) no es radicable .
Ejemplo 1.2 . Sea Z[xl, el anillo de polinomios
sobre Z ; si p e Z(X], denoto por e(p) el máximo común
divisor de los coeficientes de p . Consideremos
R = t p/q
	
" p,q E Z[x] , q ~ 0 y c(p)/c(q) e. Z} .
R es un subanillo de Q(x) . Sea G el grupo Trl ( 3, R) .
Es claro que r-'~ mR = (0), entonces, un cálculo direc-
to, demuestra que !n Gm = (1> . Si R(G) fuera radicable,
tendríamos R(G) =nGm y, por tanto,R(G) = \"1> . Ahora
bien, demostraré que la matriz
1 0 0
0 1 0
1 0 1
pertenece a R(G) . Sea N un subgrupo de G, normal y de
indice finito . Entonces, existen enteros distintos,
n, m 1- 1, tales que
111 .2 . Grupos lineales residualmente finitos .
Teorema 2.2 . Sea R un anillo con unidad . Sea S
Lema2.1 . Sea R un anillo con unidad . Supongamos
que R es residualmente finito como R-módulo . Enton-
ces R es residualmente finito como anillo .
Demostración . Para cada ideal por la izquierda
I, sea TI - .R -- HomZ(R/I,R/I) la representación de
R/I como R-módulo . Si R/I es finito, también lo es
R/Kertf, . Sea cc nKerte, ( donde la intersección se ex-
tiende a todos los I de indice finito ) . Entonces
K K ii- I . Por hipóteeis n I = (0), así ~c R = (0) y-<= 0 .
el subanillo de R generado por las unidades. Entonces
(1) Tr(2, R) es residualmente finito si y sólo
si R es residualmente finito como (S, S)-módulo .
1 0 01 ~1 0 0 1 0
~i
0
xn-xm 1 01 _ ~xn 1 0 1 0 e N .
i
0 0 Í0 0 1 0 0 1
Entonces, se tiene
1 0 01
'1
0 0 1 0 0
xn-xm 1 0 1 ,¡0 1 0 0 1 0 E N .
0 0 1 1 ,0 -1/XIXIII 1 1 0 1
(2) Sea n ? 3 . Condición necesaria y suficiente
para que uno cualquiera de los grupos GL(n, R),
Tr(n, R), Trl (n, R) sea residualmente finito es que
R lo sea como anillo .
Demostración . (1) Supongamos que Tr(2, R) es re-
sidualmente finito . Defino
I(N) _ JdaR :
II1
	
OII
G N ~ '
i . x 1
para cada subgrupo N de Tr(n, R), normal y de indice
finito . I(N) es un subgrupo aditivo de R . Supongamos
que rfe I(N) y que ~ es una unidad . Entonces se tiene
1
I = Ilá3 l1 `
N
ló °1111 ~Illló °!; 1
f10 011 1
1
I1 0 II J1 0111 1;1- 01 ~
N .
Por tanto x~EI(N) y De este modo, I(N) es
un (S, S)-módulo . Dado que ¡Tr(2, R) : N1<<~ , se tie-
ne que [R: I(N)J = [Trl(2, R) : Trl(2, R) n N] < '.
E]. resultado se sigue, ya que .\I(N) = (0) .
Recíprocamente, supongamos que R es un (S, S)-módulo
residualmente finito . En particular, el anillo S es
residualmente finito y, en consecuencia, el grupo de
las unidades de R es residualmente finito . Entonces,
a fin de probar que Tr(2, R) es residualmente finito,
es suficiente hallar, para cada 1 ~ a( =
I1
011 ,
~a 1
un subgrupo normal N, de indice finito tal que x N < .
Puesto que a ~ 0, se puede encontrar un (S, S)- módulo
I, de R,
	
tal que a ~ I y [R: I} ; ro . Supongamos que
n
R = U (I -t- xi ) . Defino
1
N = jJ IItx
0Y11
: x,y son unidades y, t E IJ
Entonces, se comprueba que N es un subgrupo de
Tr(2, R) (no necesariamente normal?) . Sea, ahora,
x 0!
una matriz cualquiera 1~ IIe Tr(2, R) . Eligiendo
y zz
un xi conveniente, se tiene que yx-1- xi = t E I, De
donde
x
y
0
z
0
z
0
N
1
Así, se obtiene que [ G : N] z - . Puesto que x i N,
basta definir Na como el core de N .
(2) Supongamos primero que R es un anillo resi-
dualmente finito . Cada homomorfismo de R sobre un
anillo finito R induce un homomorfismo de GL(n, R)
sobre GL(n, R) . Entonces es claro que GL(n, R) es re-
sidualmente finito . Para demostrar el reciproco, es
suficiente probar que R es i°esidualmente finito si
Trl ( 3, R) lo es . Para cada subgrupo N, normal y de
indice finito en Trl ( 3, R), sea C(N) el conjunto de
los elementos de R que aparecen como componente (2,1)
de al menos una matriz de N . Se ve, fácilmente, que
C(N) es un subgrupo aditivo de R. Sean xl, . . . .xn
un sistema de representantes de N en Tri ( 3, R) . En-
n
tonces, se tiene que R =U(C(N)+ xi(2,1)) ; por tan-
to R/C(N) es finito y, en
1
consecuencia, el módulo
R/RC(N) es finito . Sean x e R, y E C(N) . Entonces,
existe una matriz del tipo
Un cálculo demuestra que
1.
y
Y
tiene
El caso n = 2 .
h
RC(N)
	
'Ex0 1 .0 1
E N .
ya que N es normal . Así, se tiene que
e N,
E N . Dado que 0 N _ <1>,
se obtiene que .n RC(N) = (0) . El resultado se sigue
del Lema 2 .1 . .
Como consecuencia inmediata del Teorema 2 .2 se
Corolario 2 .3 . Sea R un anillo generado por sus
unidades . Lntonces, el grupo GL(2, R) es residualmen-
te finito si y sólo si R es residualmente finito .
Si R es un anillo arbitrario, no es conocido
cuándo GL(2, R) es residualmente finito . Para terminar,
daré un ejemplo de un anillo que no es residualmente
finito y, sin embargo, GL(2, R) es residualmente fini-
to . Necesitaré algunos resultados de P.M . Cohn.
Dado un anillo R, entonces GE(2, R) denota el sub-
grupo de GL(2, R
es decir:I1
x
	
0
1 ,
generado por las matrices elementales ;
a 1
(donde x,y son unidades de
11 0 y
R y aeR) .
El grupo de las unidades de R se denota por U(R) .
U(R)U{0} se denota por U0 (R) . Entonces se tiene
Teorema 2 .4 . (P.M . Cohn,(11) . Cada matriz A de
GE(2, R) puede expresarse en la forma"standard"
A JIx0
y~ II-1 0
donde x,yE U(R), are R y tales que
(a) ail U0(R) para 1<i< r
(b) al,a2 no son ambos cero si r = 2 .
a
r
-1
Un anillo R se dice que es casi-libre para GE2 ,
si la única relación en GE(2, R)de la forma W = 1, don-
de W es una palabra en forma standard, es la relación
trivial 1 = 1 .
El anillo de polinomios K[%], sobre el cuerpo K, .
es un ejemplo de anillo casi-libre . Un anillo tal que
GE(2, R) = GL(2, R) se dice que es un GE2-anillo . Tam-
bién K[%] es un GE2-anillo .
Teorema 2 .5 . (P .M . Cohn,[1]) . Sean R, S K-al-
gebras verificando las siguientes condiciones .
(a) R, S son GE2-anillos casi-libres para GE2 .
(b) R y S tienen la misma dimensión como K-espacios
vectoriales .
(c)
	
U0(R) = U0(S) = K .
Entonces GL(2, R) _ GL(2, S) .
El Teorema de Cohn es más fuerte que el anterior,
pero el Teorema 2 .5 es más directo para lo que nece-
sito .
EáemRRlo 2 .6 . Sea 2: un cuerpo y X una indetermi-
nada . Sea P = t X°' : aa(Q k 01 ; P, con la multiplica-
ción usual, es un monoide . Sea K[P] la K-álgebra
libre asociada al raonoide Pr o claro que K[P] es
localmente K[X] ( cada ar~tbaai?..llo de K[P] finitamente
generado se puede incluir en, un subanillo isomorfo
a K[X]) . Entonces, obviejente, K[P]es un GE2-anillo
casi-libre para GE2 . El Teorema 2 .5 asegura que
GL(2, K[P]) = GL(2, K[XI) . Supongamos, ahora, que
K es un cuerpo finito . Entonces K[X]es residualmen-
GL(2, KM) es residual-
que el anillo K[P]no
es infinito es obvio.
Sea K un cuerpo finito de característica p . Sea
el conjunto de los ideales maximales de K(P] que
te finito y, en consecuencia,
mente finito . Voy a demostrar
es residualmente finito . Si K
tienen indice finito . Si K[P] es residualmente fi-
nito se deduce, del Teorema de Artin para anillos
finitos, que n ( n tjn ) = (0) . Veamos que éste no
MEn n ? 1
es el caso . Consideremos los ideales
Ml =
	
ea : ta, P> y M2 = '-,ta : %a,_ P~ .
Entonces M1 , M2 E ,J'L . Supongamos que M e d'~ y M ~ M1 .
M es maximal y, en particular, primo ; asi PnM = <~ .
Por tanto, la imagen de P en K[PI/M es un grupo di-
visible . Dado que K[Pl/M es finito, necesariamente
1 - P - M. Entonces M2 ~-1 M y, como M2 es maximal,
M = M2 . Con esto hemos probado que Vtt = 1M1,M2~ .
Es claro que Mi = M1 , para cualquier entero n_> 1 ;a/ n n
análogamente se tiene M2 = M2, ya que (1-% p ) p =
1-%a . Puesto que M1nM2 (0), tenemos que
(n ( t-~ Mn) = M1nM2 (0) .
Men n? 1
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